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Um Kapazitäten eines Tragwerkes bei Schnittgrößenumlagerungen infolge Plastizierungen 
erschließen zu können, werden in den modernen Normen Laststeigerungen über die elasti-
sche Grenzlast hinaus zugelassen. Diese Laststeigerungen sind durch die Einhaltung von 
Grenzzustandskriterien, passend zum physikalisch nichtlinearen Tragverhalten, zu be-
schränken.  
Als Begrenzung der Belastung ist die adaptive Grenzlast (Einspiellast), ausgedrückt durch 
den adaptiven Grenzlastfaktor pA, dann geeignet [3, 4], wenn mehrere Lasten unabhängig 
voneinander, wiederholt und in beliebiger Reihenfolge auf ein Tragwerk einwirken.  
Durch die adaptive Grenzlast wird die Akkumulation des Schadens infolge plastischer De-
formationen limitiert, da bei einer Belastungsintensität p ≤ pA die plastische Dissipationsarbeit 
nach einer endlichen Anzahl von Lastwechseln unabhängiger Lastfälle nicht mehr wächst 
und das Tragwerksverhalten für alle weiteren Lastwechsel rein elastisch ist. Somit bildet sich 
im adaptiven Grenzzustand ein stabiler Restschnittgrößenzustand aus. 
Die deterministische Ermittlung der adaptiven Grenzlast [3, 4] sowie einfache probabilisti-
sche Lastmodelle [6, 7] setzen zeitunabhängige Lasten und gleichwertige Lastkombinationen 
voraus. Im Gegensatz dazu können unter Nutzung zeitabhängiger probabilistischer Modelle 
Lastintensitäten und Auftrittswahrscheinlichkeiten der Lastkombinationen innerhalb einer 
Lebensdauer [0,T] erfasst werden [8]. Dabei erfordert die Berechnung des stochastischen 
adaptiven Grenzlastfaktors mit der mathematischen Optimierung eine Überführung von zeit-
varianten Lastmodellen in äquivalente zeitinvariante Lastmodelle [2, 5].  
In diesem Beitrag wird unter Nutzung zeitinvarianter Lastmodelle für stochastische Lastpro-




2 Mechanisches Modell 
 
2.1 Tragwerkstyp und Voraussetzungen 
Die Untersuchungen werden an ebenen Stabtragwerken aus Stahlbeton durchgeführt. An-
nahmen sind: statische Belastungen, Theorie erster Ordnung, linear elastisch – ideal plasti-
sches Materialverhalten in diskreten Stellen mit ausreichender plastischer Rotationsfähigkeit, 
BERNOULLIsche Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte, zeit- und temperaturunab-
hängige Tragwerkseigenschaften, Ausschluss von Stabilitätsversagen, ausreichende Quer-
krafttragfähigkeit. 
 
2.2 Diskretisierung des Tragwerks 
Das Stabtragwerk wird in ne Stabelemente diskretisiert, die an den Stabrändern jeweils Nor-
malkraft N (gleich groß an beiden Enden) und Biegemoment M als statische Freiheitsgrade 
besitzen. Die Randquerkräfte hängen von den Randbiegemomenten ab. Die unbekannten 
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2.3 Belastungsmodell 
Einwirkungen werden nur in den nk Knoten als Knotenkräfte eingetragen. Die nG ständigen 
und nL veränderlichen Lastfälle setzen sich demnach aus Einzelkräften bzw.  
–momenten zusammen. Für jeden der veränderlichen Lastfälle Li (i=1…nL) werden die Kno-
tenlastvektoren L  im Gesamtknotenlastvektor L[ Tφk,i,yk,i,xk,i,ki, LLL= ] i zusammengefasst: 
        (2) [ ] )n...1i( LTT kn,iTk,iT1,ii == LLLL LL
Die Definitionen gelten analog für ständige Lastfälle, wobei L, L bzw. i durch G, G bzw. g zu 
ersetzen sind.  
Aus den  unabhängigen veränderlichen Lastfällen Ln ( )Li n...1i =
=
L  können Kombinationen mit 
k Lastfällen (k=1... ) gebildet werden. Es sei M {i | LLn
=
k
m i gehört zu m-ter k-Kombination}. 
Dann existieren  Lastkombinationen k
Ln
k
K Cn ( )kKn...1=km mK , die aus k kombinierten Lastfäl-






KQ n q  
(q=1…nQ) bezeichnet werden, wobei ( )Ln...1m =1mq KQ = q =  gilt. Die zu den Lastkombinati-
onen Qq (q=1…nQ) gehörenden Knotenlastvektoren Qq werden durch Addition der jeweils 
kombinierten Knotenlastvektoren Li gebildet. 
 
2.4 Formulierung der Fließfunktion  
Die Tragfähigkeit eines Stahlbetonquerschnittes mit linear elastisch – ideal plastischem Ma-
terialverhalten wird mittels der Fließfunktion beschrieben, welche die Interaktion zwischen 
Biegemoment und Normalkraft beinhaltet. Diese Fließfunktion (Abbildung 1) wird in acht Ab-
schnitten linear approximiert, welche die Zulässigkeit der Schnittgrößenvektoren (Ne , Mer) 
(e=1...ne ; r=1,2) für alle betrachteten Querschnitte definieren:  
 
chnittes)GeradenabsdesNr.:fRandes,desNr.:rElementes,desNr.:(e
)8...1f;2,1r;n...1e(1MaNa eerMerfeNerf ===≤⋅+⋅   (3) 
Diese Zulässigkeitsbedingungen werden mit der Plastizitätsmatrix AP und dem 16ne-
dimensionalen Einheitsvektor bP zusammengefasst: 
PP bSA ≤⋅                 (4) 


















































Mit der Definition b  als elastische Trag- 
werksantwort wird Ungleichung (4) zu: 
SA ⋅= P Abbildung 1: Lineare Approximation der 
Biegemomenten-Normalkraft-Interaktion 
    b               (7) Pb≤
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2.5 Methode der adaptiven Grenzzustandsanalyse 
Aus Extremalprinzipien der Mechanik lassen sich Optimierungsaufgaben zur Bestimmung 
des adaptiven Grenzlastfaktors pA bzw. des Restschnittgrößenzustandes SR eines statisch 
unbestimmten Tragwerkes ableiten [3], die keine aufwendigen Lastpfad- und Lastfolgeunter-
suchungen erfordern. 
Da die Fließbedingungen stückweise linearisiert sind, kann der plastische Grenzlastfaktor pA 
mit den Methoden der linearen und quadratischen Optimierung in 3 Schritten bestimmt wer-
den: 
1. Berechnung der elastischen Antworten b EGPEG SA ⋅=  infolge der Überlagerung 






PEQq ( QEQq n...1q )=⋅= Ab S  infolge jeder der nQ Lastkombinationen V = Qq der veränderli-
chen Lasten mit der quadratischen Optimierung: 




 0VSA =+⋅ EG:NB         (9) 
  ungenchtsbedingGleichgewi der tenmatrix Koeffizien   ... 
G
    Tragwerks, des ätsmatrix Flexibilit  ...  AH
2. Bestimmung des auf die Fließfunktion bezogenen Vektors bEQextr der Extremwerte aus 
den elastischen Antworten infolge aller Kombinationen Qq (q=1,...,nQ) der veränderlichen 
Lasten für jedes Element e (e=1...ne), an jedem Rand r (r=1,2) und bezogen auf jeden li-
nearen Abschnitt f  (f=1...8): 











3. Berechnung des adaptiven Grenzlastfaktors pA und von zugehörigen statisch zulässigen 
(nicht notwendigerweise eindeutigen) Restschnittgrößen SR mit der linearen Optimierung: 
          (11) maxp:ZF A →
 0SA =⋅ RG:GGB          (12) 
 EGPEQextrARP p:FB bbbSA −≤⋅+⋅       (13) 
Die Sicherung der statischen Randbedingungen und des Gleichgewichtes der inneren Kräfte 
wird durch die Gleichgewichtsbedingung (12) erreicht. Die Einhaltung der Fließbedingungen 
unter allen nQ Lastkombinationen der veränderlichen Lasten wird durch die lineare Restrikti-
on (13) sichergestellt. Diese Restriktion geht aus Gleichung (7) hervor, in der sich die Ant-
wort b aus folgenden Anteilen zusammensetzt: 





3.1 POISSONscher Rechteck-Puls-Prozess als Modell einer zeitabhängigen Last 
Die statisch wirkenden veränderlichen Lasten Li(t) (i=1...nL) werden als POISSONsche 
Rechteck-Puls-Prozesse modelliert [2]. Ein solcher Prozess besitzt zufällige Eintrittszeitpunk-
te, zufällige Dauern und zufällige Puls-Intensitäten und ist durch drei Merkmale eindeutig 
bestimmt: 
λi: Eintrittsrate der Pulse des Prozesses [1/Jahr] 
µi: mittlere Dauer der Pulse [Jahre] ( )xF
iL
: Verteilungsfunktion der Puls-Intensität Li 
Diese Prozesse Li(t) besitzen folgende Eigenschaften [2]: 
(E1): Die Abstände ∆tj = tj+1–tj zwischen den Eintrittszeitpunkten sind mit λi exponentialverteilt  
(E2): Die Anzahl NT der Eintrittszeitpunkte innerhalb der Lebensdauer [0,T] ist POISSON- 
         verteilt mit dem Parameter λi 
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(E3): Das Maximum L  aller Pulse von L*i i(t) innerhalb der Lebensdauer [0,T] besitzt nähe-         
          rungsweise  folgende Verteilung: 
 ( ) ( ))x(iLF1Ti*
iL
exF −⋅⋅λ−≈          (15) 
 
3.2 Modell der zeitabhängigen elastischen Antworten 
Die Vektoren der zeitabhängigen elastischen Antworten ( ) ( )LELi n...1it = ( )ti
b  entstehen durch 
lineare Transformationen aus den zeitabhängigen Knotenlastvektoren L : 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ßenSchnittgrö elastische in vektorenKnotenlast der tionTransforma zurtenmatrix Koeffizien ... 
LiELiELiPELi n...1ittmittt
C
LCSSAb =⋅=⋅=   (16) 
Folglich sind die zeitabhängigen elastischen Antworten wie die Lasten POISSONsche 
Rechteck-Puls-Prozesse mit den gleichen Prozessparametern λi und µi wie die Lastprozes-
se. Die Parameter der Verteilungsfunktionen ( ) ( )8...1f;2,1r;n...1e;n...1ix eLerf,ELib ====F  
der Puls-Intensitäten der Antwortprozesse ( ) ( )Lerf, n...1it =ELib  erhält man aus den Puls-
Intensitäts-Verteilungen F  der Lastprozesse durch die Transformation (16). ( )xLi
 
3.3 Superposition POISSONscher Rechteck-Puls-Prozesse 
Die Überlagerung mehrerer Belastungsprozesse erfolgt auf der Ebene der elastischen Ant-
worten für jedes Element e (e=1...ne), an jedem Rand r (r=1,2), bezogen auf jeden linearen 
Abschnitt f  (f=1...8). Die sich gemäß der m-ten k-Kombination überlagernden Impulse der k 
Antwortprozesse ( ) ( )kmerf,ELi Mitb ∈  gehören wieder zu einem POISSONschen Rechteck-Puls-
Prozess ( )tbk
erf,EKm
 mit den Merkmalen   [2]: ( )













 µ⋅λ=λ ∑ ∏∏
























m          (18) 






 Der hochgestellte Index k stellt keine Potenz dar, sondern er beschreibt jeweils, zu welcher Klasse  
 die Lastfälle kombiniert sind. 
Im Falle normalverteilter Puls-Intensitäten ist die Faltung (19) einfach, da F  dann  






EKm( )kKL n...1m;n...1k ==  besitzt die Eigenschaften (E1), (E2) und (E3) mit den entsprechenden 
Parametern.  
Für alle nQ Kombinationen können analog zu (15) die Verteilungen ( )xF *k
erf,EKmb
 der Maxima der 
Pulswerte der Prozesse ( )tk
erf,EKm
b  in [0,T] angegeben werden (Extremwertverteilungen). 
Nach (E2) ergibt sich für jede Kombination jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 
ein Antwort-Puls in [0,T] vorkommt: 
     (20) ( ) )n...1m;n...1k(e10NP1P kKLTkmTkEKm ==−==−= ⋅λ−
Diese Auftretenswahrscheinlichkeiten liegen für Eintrittsraten von üblichen Lasten im Hoch-
bau, sinnvolle Lebensdauern und kleine k nahe bei Eins. Für Kombinationen größeren Um-
fangs werden sie aber schnell signifikant. 
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4 Stochastischer adaptiver Grenzlastfaktor 
 
Es wird eine Monte-Carlo-Simulation in zwei Stufen vorgenommen. Für jede Realisierung  
n = 1…N des Tragwerks sind Extremwerte der elastischen Antworten zu bilden. Für jede 
Lastkombination Qq (q=1…nQ) werden nach Gleichung (19) die Puls-Intensitäts-Verteilungen 
(e=1…n
n,erf,EQqb
F e; r=1,2; f=1…8) und nach Gleichung (17) die Eintrittsrate λq bestimmt. Aus 
den Realisierungen rq,n (q=1…nQ) einer in [0;1] gleichverteilten Zufallsgröße R werden die 
Realisierungen  der Antwort-Extremwerte durch folgende aus Gleichung (15) unter 


















      (21) 
Mit dem nach Gleichung (10) entstehenden Vektor b  wird eine Realisierung des zufälli-
gen adaptiven Grenzlastfaktors p
n,EQextr
A bestimmt. Die Gesamtheit aller Realisierungen von pA 
führt zu einer Schätzung für die Versagenswahrscheinlichkeit Pf : 
          (22) { 01pPP Af <−=
Als Maß für die Ergebnisqualität wird der Variationskoeffizient νPf der Versagenswahrschein-







−=ν           (23) 
Bei einer Vernachlässigung des zeitlichen Effektes der Last-Superposition wird für Lastkom-
binationen Qq (nL < q ≤  nQ) auf die Transformation (21) verzichtet. Es werden die Extremwer-
te der elastischen Antworten verwendet, die durch Addition der Antwort-Extremwerte der 
beteiligten Lastkombinationen Qq (q=1…nL)  entstehen, d. h., die Extremwerte der Pulshöhen 
der einzelnen Lastfälle treten gleichzeitig auf (konservative Annahme). 
 
 
5 Beispiel Stahlbetonrahmen 
 
An einem ebenen eingespannten Stahlbetonrahmen (Abbildung 2) soll untersucht werden, 
wie sich eine unterschiedliche stochastische Modellbildung des Tragwerks und die Berück-
sichtigung bzw. die Vernachlässigung des zeitlichen Effektes der Last-Superposition auf die 
Beurteilung der Versagenswahrscheinlichkeit des Tragwerks auswirken. 
Dabei werden Material- und Querschnittskenngrößen an den Rändern der ne=5 finiten Stab-
elemente und die ständigen Lasten als zufällige zeitunabhängige Größen modelliert. Die  
äquivalenten Kenngrößen zweier Querschnitte, die dem gleichen Knotenpunkt und dem glei-
chen Bauteil (Riegel oder Stütze) zugeordnet sind, werden stets durch eine gemeinsame 
Zufallsgröße beschrieben. Räumliche Autokorrelationen der Kenngrößen werden, falls be-
rücksichtigt, mit folgendem Modell erfasst: 
 ( ) [m];inPunktezweierAbstand...x;0ex xX ∞≤α≤=ρ ⋅α−    (24) 
Unterschiedliche Kenngrößen werden als voneinander unabhängig angenommen. Die nL=2 
veränderlichen Lasten werden als voneinander unabhängige POISSONsche Rechteck-Puls-
Prozesse modelliert. Dadurch ergeben sich nQ=3 Lastkombinationsmöglichkeiten mit folgen-
den Merkmalen: 
Wind:   ( ) ( ) ( kN2.115,kN384NVXJahre005.0Jahr/5:tLtKQ 111111111 ∈=µ=λ== )  
Schnee [1]: ( ) ( ) ( kN6.129,kN432NVXJahre1.0Jahr/1:tLtKQ 212122122 ∈=µ=λ== )   
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Abbildung 2: Statisches System und Kennwerte des Beispielsrahmens 
Abbildung 4: Einfluss der zufälligen Tragwerks-
kenngrößen unter Berücksichtigung des zeitli-
chen Effektes der Last-Superposition auf die
Versagenswahrscheinlichkeit Pf für die Lebens-
dauer T=50 Jahre  
Abbildung 3: Einfluss des stochastischen Trag-
werksmodells mit und ohne Berücksichtigung des
zeitlichen Effektes der Last-Superposition auf die
Versagenswahrscheinlichkeit Pf in Abhängigkeit
von der Lebensdauer T  
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Der bei der Berücksichtigung des zeitlichen Effektes der Last-Superposition entstehende 
gefilterte Überlagerungsprozess hat dann die Parameter: 








Die Schätzung der Versagenswahrscheinlichkeiten nach (22) für verschiedene Lebensdau-
ern T und verschiedene stochastische Modelle mit und ohne Berücksichtigung des zeitlichen 
Effektes der Last-Superposition erfolgt mit der in Kapitel 4 beschriebenen Simulationsmetho-
de, wobei jeweils 5⋅104 (T≤10 a) bzw. 2.5⋅104 (T≥20 a) Realisierungen berechnet werden. 
Abbildung 3 verdeutlicht für alle Fälle die erwartungsgemäße Zunahme der Versagenswahr-
scheinlichkeit des Tragwerks mit wachsender Lebensdauer T. Weiterhin ist festzustellen: 
- Eine Vernachlässigung der stochastischen Eigenschaften des Tragwerks führt, abhängig 
vom stochastischen Modell, zu einer tendenziell mit steigender Lebensdauer T zuneh-
menden Unterschätzung der Versagenswahrscheinlichkeit um eine halbe bis ganze Zeh-
nerpotenz für kleine T und um eine bis 1.5 Zehnerpotenzen für große T. 
- Eine Vernachlässigung des zeitlichen Effektes der Last-Superposition hat dagegen eine 
Überschätzung der Versagenswahrscheinlichkeit in der gleichen Größenordnung zur 
Folge. Tendenziell nimmt der prozentuale Fehler aber bei der Berücksichtigung von 
zufälligen Tragwerkseigenschaften mit steigender Lebensdauer und steigender 
Tragwerkskorrelation ab.  
- Die Annahme totaler Korrelation im Tragwerk führt zu einer oberen Schranke der 
Versagenswahrscheinlichkeit. Diese liegt um etwa das 6-fache bei Berücksichtigung des 
zeitlichen Effektes der Last-Superposition und um etwa das 2-fache bei deren Vernach-
lässigung über dem unkorrelierten Fall.  
- Die Versagenswahrscheinlichkeiten bei der Annahme von totaler Korrelation in den Bau-
teilen aber totaler Unabhängigkeit zwischen den verschiedenen Bauteilen sind nur unwe-
sentlich kleiner als beim total korrelierten Tragwerk.  
- Die Versagenswahrscheinlichkeiten sind prinzipiell abhängig von den Größenordnungen 
der räumlichen Korrelationen. In diesem Beispiel liegen sie nahe an der oberen Schran-
ke, da das Verhalten des Tragwerks im Grenzzustand der Adaption sehr stark von der 
Festigkeit des Bewehrungsstahls bestimmt wird und für diesen eine starke Korrelation 
vorausgesetzt wird. 
Die Abbildung 4 stellt Versagenswahrscheinlichkeiten gegenüber, die sich für die Annahme 
eines deterministischen Tragwerks bzw. unter Berücksichtigung aller oder jeweils einer zufäl-
ligen Basisvariablen für die Lebensdauer T=50 Jahre ergeben. Als deterministisch ange-
nommene Kenngrößen werden mit ihrem Mittelwert berücksichtigt. Es können folgende 
Feststellungen getroffen werden: 
- Als einzelne zufällige Basisvariable bringt nur die Stahlzugfestigkeit fy eine signifikante 
Abweichung vom deterministischen Tragwerk mit sich. Die zugehörigen Versagenswahr-
scheinlichkeiten liegen in Abhängigkeit vom Grad der Korrelation zwischen 15% und 20% 
unterhalb der unter Berücksichtigung aller zufälligen Basisvariablen ermittelten Werte.  
- Die restlichen Basisvariablen besitzen einzeln nahezu keine Bedeutung, erbringen in 
ihrer Gesamtheit aber eine Steigerung der Versagenswahrscheinlichkeit um den o. a. An-
teil. 
Für die in Abbildung 5 dargestellten Variationskoeffizienten der Versagenswahrscheinlichkei-
ten, die unter Berücksichtigung des zeitlichen Effektes der Last-Superposition bestimmt wur-
den, ist festzustellen: 
- Der Variationskoeffizient νPf der Versagenswahrscheinlichkeit nimmt für alle Lebensdau-
ern mit steigender Tragwerkskorrelation stetig ab. Dementsprechend steigt die Genauig-
keit der Schätzwerte der Versagenswahrscheinlichkeit Pf mit der Tragwerkskorrelation. 
Dieses Verhalten ist erwartungsgemäß, da Pf mit der Tragwerkskorrelation stetig steigt 
(Abbildung 3) und die Anzahl der Realisierungen innerhalb der einzelnen Lebensdauern 
konstant ist.  
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- Innerhalb der korrelierten Fälle sind bei 
konstanter Lebensdauer nur relativ klei-
ne Differenzen zwischen den einzelnen 
Variationskoeffizienten erkennbar, da 
auch die zugehörigen Versagenswahr-





















- νPf fällt erwartungsgemäß für alle sto-
chastischen Modelle stetig mit steigen-
der Lebensdauer. Die  verhältnismäßig 
kleine Differenz zwischen T=10 a und 
T=20 a begründet sich in der Verminde-
rung der Anzahl der Realisierungen von 






Für den Fall von unabhängigen zeitlich zufälli
stochastischen Eigenschaften einwirken, wurd
dell für die zeitvarianten Lastkombinationen als
ve Grenzlastanalyse verwendet. Die Kenngröß
wurden als zeitunabhängige Zufallsgrößen mod
Am Beispiel eines ebenen Stahlbetonrahmen
wurden die Auswirkungen des zeitlich zufäll
Tragwerkskenngrößen sowie derer Korrelation
Tragwerks bezüglich des adaptiven Grenzzusta
Es ist für alle angewendeten stochastischen M
scheinlichkeit im Fall der Berücksichtigung des
etwa eine Zehnerpotenz unter der liegt, die d
wahrscheinlichkeit erhöht sich signifikant, we
Ansatz gebracht werden. Die größte Bedeutun
keit der Bewehrung. Alle anderen Zufallsgröße
keit nur in ihrer Gesamtheit, einzeln betrachtet 
Weitere Untersuchungen sollten für mehr als
Verteilungen bzw. unter Berücksichtigung der Z
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